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Resumen

En este trabajo se presenta un modelo del mercado de futuros

liquidado continuamente (marked-to-market) en una economia

caracterizada por procesos de difusién y de salto-difusién
(jump-diffusion), agentes aversos al riesgo, informacién simétrica y
completa. Se muestra que las posiciones que los agentes toman en este
mercado raramente son sélo especulativas o s6élo de cobertura y se

investiga la naturaleza de las mismas.

La principal contribucién del trabajo radica en mostrar que la
prima de riesgo se forma no s6lo para atraer contrapartidas a las
demandas netas de cobertura de activos de otros mercados, sino
tambien para compensar variaciones discretas y repentinas en el
precio de los activos. De esta forma se propone una réplica la
critica tradicional de los modelos de cobertura (hedging models).

a

0. Introduccién

Un futuro financiero es un contrato que especifica la entrega de
un activo (denominado activo subyacente) en una fecha futura
determinada, estandarizada para todos los contratos. Dicho contrato
tiene tres caracteristicas especiales que le distinguen de cualquier
otro activo financiero y dificultan su valoracién: En primer lugar,
dicho contrato se liquida continuamente entre las partes del mismo
mediante el abono/adeudo de 1la variacién del precio de futuro
financiero en una cuenta mantenida con un intermediario (denominado
camara) y hasta la finalizacién del contrato. En segundo lugar, no
existe un sélo activo subyacente sino varios, y el vendedor es el que
tiene la opcién de entregar uno u otro, a la terminacién del contrato

(market-basket-delivery). En tercer lugar, el vendedor dispone de un

plazo determinado, normalmente una semana, para entregar el activo

subyacente escogido a la terminacién del contrato (opcién temporal).
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Estas particularidades, especialmente la primera, imposibilitan la
valoracién el futuro financiero mediante simples condiciones de

arbitraje (cost-of-carry), como si fuera un contrato a plazo.

Una valoracién que tenga en cuenta todas estas particularidades
es dificil y sdélo se ha obtenido resolviendo numéricamente un modelo
de equilibiro general (ver Serrat, 1990a y 1990b). La motivacién del
presente trabajo radica en obtener resutados analiticos de interés
para el estudio de las estrategias de inversién y de la formacién de
primas de riesgo en el mercado de futuros, modelizando tan sélo la
primera de las tres caracteristicas comentadas anteriormente. Como se
vera, el procedimiento de liquidacién continua constituye 1la
diferencia crucial entre el mercado de futuros y cualquier otro
mercado. De esta forma, la estrategia de modelizacién anterior no
pierde generalidad a pesar de no modelizar explicitamente la relacién
del precio del futuro financiero con la de su activo subyacente en

cada momento (el activo denominado cheapest-to-deliver en el caso de

un futuro financiero).

En este trabajo se presenta un modelo para un mercado de futuros

financieros liquidados continuamente (marked-to-market) en una

economia caracterizada por procesos estocasticos de difusién vy
salto-difusién, preferencias diversas e informacién simétrica. Con
dicho modelo se pretende examinar los mecanismos de transferencia de
riesgo en los mercados de futuros y explicar la formacién de primas
de riesgo en dichos mercados, a la luz de las relaciones reveladas
por la experiencia empirica entre las posiciones en mercados al
contado y el comportamiento estocastico de precios de futuros

financieros y no financieros.

En primer lugar se presentan los trabajos mas representativos en
la literatura sobre modelizacién de mercados de futuros y se plantean
algunas de las cuestiones que motivan el presente trabajo. En el
modelo se muestra cémo la posicién que cada agente toma en el mercado
de futuros resulta de agregar un componente puramente especulativo y

otro de cobertura pura. Ademas, la prima de riesgo se relaciona no
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con la posicién neta abierta en los mercados al contado (net hedging
pressure) sino con el riesgo total abierto en los mercados al contado
medido por las betas del futuro financiero con respecto a los activos
de los mercados al contado. De esta forma se pone en relacién la
prima de riesgo del futuro financiero con su riesgo sistematico y su

demanda para fines de cobertura.

Posteriormente se introducen perturbaciones (shocks) en la
economia que provocan discontinuidades en 1la trayectoria de los
precios de los activos, lo cual permite caracterizar aproxiﬁadamente
primas de riesgo no nulas aun cuando las posiciones en los mercados

al contado estén exactamente compensadas.

1. Los modelos de mercados de futuros en la literatura:

La existencia de una prima de riesgo en los mercados de futuros
es un tema tradicional de investigacién tedérica y aplicada en
estudios sobre instrumentos derivados. En principio, no hay porqué
pensar que en una economia con agentes racionales, dotaciones,
preferencias y una tecnologia dadas, los precios de los futuros

financieros se comporten como martingalas (prima de riesgo nula).

La evidencia empirica tiende a favorecer la hipétesis de 1la
existencia de una prima de riesgo no nula en los mercados de futuros,
aunque contrastar si los precios de los futuros se comportan como
martingalas es complejo dada la dificultad de especificar el conjunto
de informacién relevante. Los trabajos mas representativos pueden ser
Jackson (1986) para el mercado de oro, Rajamaran (1986) para los de
café, caucho y cacao, Raynauld y Tessier (1984) para los de trigd
avena y maiz, Fama (1976), y Friedman (1979) para los de letras de
tesoro americanas, y Cornell (1977), Hansen y Hodrick (1980), Hodrick
y Srivastava(1984) y Korajczy (1985) para los mercados de cambios. La
teoria se centra en la explicacién de la formacién de primas de
riesgo en estos mercados, y contempla dos enfoques alternativos, no
excluyentes: los modelos "“de cobertura" y los basados en el

equilibrio general.



Los denominados "modelos de cobertura" y los basados en el
modelo de valoracién de activos de capital con consumo (CCAPM)
garantizan, en general, 1la existencia de wuna prima de riesgo
positiva/negativa si la mayoria de las operaciones de cobertura (toma
de posiciones en un mercado para compensar los posibles movimientos
de precios desfavorables en otro mercado) se realizan en forma de
operaciones cortas/largas (vender/comprar futuros para protegerse de

un descenso/aumento en los precios de los activos al contado).

Algunos modelos basados en el CAPM de Sharpe (1964) y Lintner
(1965) apuntan la inexistencia de prima de riesgo al mostrar que los
precios de los futuros no soportan riesgo sistematico alguno y no
requieren inversién, al margen de 1la garantia colateral, (Dusak
(1973), Grauer (1977), Bodic and Rosansky (1980)). No obstante, en
este sentido Carter, Rousser y Schmitz (1983) y especialmente Breeden
(1979, 1980) derivan primas de riesgo no nulas, formulando los
parametros del CAPM como aleatorios, en el primer caso, y permitiendo
que los precios de los bienes de consumo y el conjunto de

oportunidades de inversién varien aleatoriamente, en el segundo.

Los denominados modelos de equilibrio con multiples bienes
apuntan la existencia de una prima de riesgo que es funcién de la
utilidad de futuro para efectuar coberturas de la utilidad marginal
del consumo esperada. De esta forma, los precios de los futuros
incorporan especulacién sobre los precios futuros de los bienes de
consumo, la utilidad marginal futura de los mismos y sobre los tipos
de interés -debida a la reinversién continua de las variaciones de
precio del futuro hasta su vencimiento- (Richard y Sundaresan (1981),
Grauer y Litzemberger (1979)). Dichos modelos son dificiles de
contrastar debido a la amplitud del conjunto de informacién que hay

que incorporar en el contraste estadistico.

Los modelos de cobertura (hedging models) explican la existencia
de primas de riesgo por la asimetria entre los agentes que operan en

el mercado de futuros. Los especuladores entran en el mismo debido al



riesgo que los agentes que practican cobertura desean transmitir, y
reciben una prima de riesgo por ello. De esta forma la prima de
riesgo sera positiva (negativa) si la posicién total neta de los
agentes que practican cobertura es cortas/larga (predominio de
posiciones largas/cortas en los mercados al contado). Esta linea de
investigacién es la que tiene mas tradicién, que se remonta a los
trabajos seminales de Keynes (1930, la normal backwardation theory
formulada en el Treatise), Houthakker (1957 a y b), Telser (1958,
1960), Cootner (1960,1967), Gray (1960, 1961), Rockwell (1967) y
Miracle (1972), y posteriormente Stein (1979), Anderson y Danthine
(1981, 1983).

Los estudios empiricos realizados para contrastar los resultados
derivados de los modelos de cobertura, examinan la relacién entre los
costes de cobertura y las primas de riesgo ex-post observadas
mediante el examen de la cuenta de resultados de especuladores vy
agentes que practican cobertura (Cootner, 1960, 1967, Miracle 1972 vy
Telser 1967). Aunque los resultados de dichos estudios son muy
sensibles a los supuestos realizados sobre los agentes de los que no
se dispone de informacién (Peck 1982), dichos resultados tienden a
favorecer la idea que la posicién global neta por motivo de cobertura
no es el Unico factor que determina las primas de riesgo (es decir,

se rechaza la net hedging pressure hvpothesis). En concreto, es

frecuente detectar periodos en los que las posiciones cortas y largas
de agentes que practican cobertura, en ciertos mercados de futuros,
practicamente se compensan y si embargo la prima de riesgo es

significativamente no nula.

En este trabajo se desarrolla un modelo de cobertura en una
economia con futuros financieros y contratacién continua que ofrece,
en primer lugar, una reinterpretacién de ciertos resultados de
estrategias de inversién conocidos. El tratamiento de un mercado de
futuros cuando la incertidumbre se modeliza con procesos de difusién
no es nuevo en la literatura (ver Duffie, 1990), sin embargo la
principal aportacién metodoldégica del presente trabajo consiste en

introducir procesos de salto-difusién. Dicho tratamiento permite
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Jjustificar 1la existencia de primas de riesgo en el precio del
contrato de futuros (desviaciones de la hipétesis de martingala) aun
cuando las posiciones netas al contado de los activos correlacionados
con el futuros financiero sean nulas. Este resultado es nuevo en la
literatura bajo los supuestos especificados, tanto la referente a
modelos de cobertura como los de equilibrio general: La posible
existencia de prima de riesgo no nula con "net hedging pressure" no
nula se deduce sin imponer que los agentes sean heterogéneos ( como
en el modelo con produccién y almacenamiento de Anderson y Danthine
(1983)) o que la covarianza instantanea con el consumo (consumption

beta) sea no nula.

En la seccién 2 se desarrolla el modelo en el caso de que la
incertidumbre estd modelizada mediante procesos de difusién puros, y
se derivan las estrategias de inversién oéptimas en el mercado de
futuros y los factores determinantes de la formacién de una prima de
riesgo. En la seccién 3 se introducen se relaja la condicién de
continuidad en los procesos estocasticos y se obtienen de nuevo las
estrategias de inversién y las primas de riesgo de equilibrio. La
seccién 4 compara los resultados y concluye el trabajo. Por ultimo,
en el apéndice se desarrollan las condiciones mediante las cuales el
analisis en equilibrio parcial es compatible con la existencia de un

equilibrio general subyacente.

2.Un modelo del mercado de futuros en una economia caracterizada

por procesos de difusidn:

Sea una economia con incertidumbre en un periodo de tiempo
acotado, M activos financieros e I agentes aversos al riesgo con
dotaciones de activos financieros dadas y simétricamente
informados.

La incertidumbre se modelizarda mediante un espacio de
probabilidad de Wiener (Q,F,P). El conjunto @ incluye todos los
sucesos elementales que pueden ocurrir en un horizonte terminal T>O.
La particién F es P-completa y es el o-algebra de elementos medibles

en Q (sucesos de los cuales los agentes de la economia pueden inferir
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probabilidades basadas en la medida de probabilidad P). Los sucesos
se revelaran a cada agente en el tiempo segin 1la filtracién
lF={Ft,te[0,Tl}. dénde Ftes el conjunto de sucesos que pueden ocurrir
en t o antes, siendo Fsc Fr. para s<t (esto es, los agentes no olvidan
que un suceso ha ocurrido si se ha revelado). La filtracién es
continua por la derecha, es decir, Ft=sr>]thVte[0,T), (la nueva
informacién en t es conocida precisamente en t y no en un instante
inmediatamente posterior). Fo es el o-algebra trivial (nada se sabe
en t=0) vy FT=F (toda 1la informacién es revelada en T). La
incertidumbre se revelara mediante las realizaciones de un proceso de
Wiener en el espacio probabilistico completamente filtrado
(Q,F,P,F). !

Escribamos los precios de los M activos financieros de la
economia especificando los procesos de difusién siguientes. Se supone
la existencia de K=M fuentes de incertidumbre, representada por un
vector Kxl-dimensional de procesos independientes de Wiener, de forma
que:

dP. = e dt + ¢ dz (1)
t t bt

donde dPtes un vector Mxl-dimensional, @ €s un vector de derivas
Mx1l-dimensional, o, es una matriz MxK-dimensional de coeficientes de
difusién. Tanto el vector « como la matriz o, se suponen bien
definidos en el sentido de que son procesos integrables vy
predecibles, esto es, medibles con respecto al sigma-algebra generado
por cada proceso &« y ¢ en el limite por la izquierda de t. En
definitiva, los procesos (1) estan adaptados a la filtracién de cada
agente. En estas condiciones, el proceso multidimensional
especificado en (1) es un proceso de Ité. Por otra parte se supone
que existe un minimo de K=M activos linealmente independientes, esto

es, los mercados son completos.

Introduzcamos en la economia anterior un contrato de futuros

negociable, cuyo precio, en el marco gaussiano anterior, tendra

representacidén estocastica en (Q,F,P,F) :2

dFt = utdt + v dz, (2)
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dénde 11:t es un proceso uni-dimensional y v, es un vector 1xK
dimensional de coeficientes de difusién, siendo Zt. el vector de
procesos Wiener de (1). Al igual que antes, m y v se suponen procesos
adaptados a la filtracién, comin a todos los atgentes.:3

En (2) la deriva del proceso , LA debe interpretarse como la
prima de riesgo del futuro financiero. La rentabilidad instantanea

esperada para el futuro financiero en un momento t, R:(t), sera:
RS(w)dt = E (dF,)/F = n /F
F t ot Tt tt

En la literatura se entiende habitualmente por prima de riesgo
el exceso de la rentabilidad esperada sobre el tipo de interés sin
riesgo. Sin embargo en el caso de un futuro financiero la esperanza
de rentabilidad integra es la prima de riesgo, ya que el futuro
financiero no exige inversién inicial alguna (en la practica existe
una pequefia garantia colateral inicial que en el modelo

consideraremos nula).

El futuro financiero es liquidado continuamente

(marked-to-market). La posicién que se toma en un momento dado en su

negociacién viene expresada por el escalar 19te|R. De esta forma, ¢
representa el numero de contratos de futuros adquiridos (9»0) 6
vendidos (©¥<0). Los contratos se suponen perfectamente divisibles. Se

supone, ademas, que no hay inversién inicial en garantia colateral.

En cada momento la variacién del precio del futuro se carga o se
acredita en la cuenta que el agente mantiene con una camara de
contratacién organizadora del mercado al tipo de interés
instantaneo, que se supone que sigue un proceso de difusién
adaptado a F cualquiera:

drt = B[rt,t]dt + w(rt,t]c:lzt (3)

La variacién del saldo en la posicién a futuros es @tAFt’ vt>0,

-10-



que se invierte (o financia) al tipo instantaneo T El saldo con la

camara es, entonces:

t
s (0) = J T (t78) g dry (a)
s}

Aplicando el lema de Ité multidimensional a (4) para obtener

su representacién dinamica, se tiene:
dS('&)=[rS(ﬂ)+6dF +6n]dt+0vdz=
t [ t ot tt tt ot
=[r S (0) + om ]dt + 9 vdz (5)
tTt Lt tt ot

_~d
ya que 8(S (8))/8r | =0

t

- dt2=dztdt=0.

Cada agente dispone de una cartera5 p'eRH(siendo P i=1,2,..,M,
la cantidad del activo i en su posicién en el mercado de activos
financieros al contado) y que consideraremos fija. Esto es, se supone
que los mercados son completos antes de la introduccién del futuro
financiero-ver al apéndice para una discusién de este tema-. De esta

forma su nivel de riqueza en cada momento variara seg&im:6
dit(a) =p'dpP + dSt{ﬂt) (6)

dénde por comodidad se omiten, de momento, los subindices

correspondientes a los agentes. Desarrollando d?ﬁt -sustituyendo (1) y

(4) en (6)-, el nivel de riqueza tendra representacién estocasticas:
dRk = [p’ot + r S (8) +On]dt + [p'tr +6v]dz (7)

t t tTt tt t tt] Tt
Planteemos el problema del agente en un momento

inicial, sea t=0, y un horizonte t=T, como:
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T

Max Eb{[ B(Rt(ﬂ).t)dt} sujeto a (7) (8)

ﬂteE(t) o

siendo B(Rt(ﬂt),t] = e_ntu(Rt[Ot)), n el parametro de descuento
temporal y KO=R(O] la condicién de contorno. B:RZ R se supone

continua y diferenciable con respecto a Kf

De esta forma la eleccién de la estrategia optima en futuros
queda planteada como un problema de control dindmico estocastico
univariante, siendo RteR la variable de estado , ﬂteE(t) la variable
de control y =(t) el conjunto admisible de controles. Para
simplificar supondremos que el individuo no tiene que aportar saldo
inicial y no tiene limite alguno en el volumen de su posicién, corta

o larga, en el mercado de futuros, es decir, Z(t)=R.

Supondremos que se cumplen las condiciones de regularidad para
que la solucién del problema (su funcién valor) sea ﬁnica.7

Escribiendo la funcién de utilidad indirecta:8

T

J(P ,t,T) = max E Je‘"ﬁux (8))ds (9)
t t s
ﬂteR .

La ecuacién de Hamilton-Jacobi-Bel lman (HJB) para este caso es:

0 = max e”ﬂum(on +J *J[¢a+rs(vhﬂn]+
o€R t t R totTt tt

»

1 , ,
+v§‘JRR[p ¢t+6tvt][p 0t+6tut] (10)

con condicién de contorno tipo Dirichlet J(R,T, T)=0.
La solucién ¢ de (10) debe satisfacer:

Jn +J [p’¢ +9 v ]v’ =0
R t RR t ot t] ot

es decir,
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[)
o= Bl ERIE (11)

El procedimiento usual de resolucién de este tipo de problemas
consiste en sustituir (11) en (10), y dada una forma para U(.)
resolver la ecuacién en derivadas parciales resultante de (10) para

J(R,t,T), y una vez obtenida esta, hallar sus derivadas JR, J v

. RR
sustituirlas en (11) para obtener finalmente ﬁT?

No obstante, vamos a imponer que la funcién de utilidad sea CRRA
(aversién relativa al riesgo constante) ya que tiene wunas
caracteristicas que evitan tener que seguir el procedimiento anterior
y resolver la ecuacién en derivadas parciales muy no lineal que se

obtiene.

Segin una propiedad de separabilidad de las funciones CRRA se

puede escribir (Merton, 1971):
J(Rt,t,T] = f(t,T)B(Rt(ﬁt),t) + g(t, T) (12)

siendo f y g funciones deterministicas del tiempo. Para la funcién

de utilidad tipo CRRA:
Bm.t)=exp(—nt)(x{-1)/w.

la ecuacién (12) se escribe:

(13)

siendo 1-y el parametro de aversioén relativa al riesgo.

Supongamos ahora que la economia estda compuesta por I agentes

con funciones de utilidad CRRA, carteras p;emu? y niveles de riqueza

individuales Ri, i=1,...,I. Entonces, teniendo en cuenta (12) y (13),
(11) se escribe: (14)
- % pie v’
¥t t _ i et
t 1-7 v v v v
it ot tot

-13-



La posicién en futuros contratada por un individuo se descompone
en un posicidén especulativa y una posicién de cobertura (los dos
componentes del lado derecho de (14}, respectivamente)lo. La posicién
especulativa se identifica como tal al ser larga/corta segin que la
prima de riesgo (nt) sea positiva/negativa. Dicha posicién es
directamente proporcional al nivel de riqueza del individuo e
inversamente proporcional a su grado de aversioén relativa al riesgo y

a la volatilidad del futuro financiero.

La posicién de cobertura se caracteriza, por su parte, por ser
de signo contrario al de la posicién de riesgo del agente en los
mercados al contado. La demanda individual de futuros con fines de
cobertura es igual a la suma de las posiciones, cortas o largas, de
cada activo multiplicadas por la 'beta" del futuro financiero con

respecto a cada activo al contado respectivo.

La demanda de futuros con fines de cobertura no depende,
entonces, del volimen de las posiciones totales netas en los mercados
"spot" sino de la suma de las mismas ponderadas por sus respectivas
volatilidades con respecto al instrumento de futuros.
De esta forma, pueden existir individuos muy aversos al riesgo con
posiciones al contado abiertas y con demanda nula de futuros

financieros con fines de cobertura.
Imponiendo la condicién de vaciado de mercado, esto es,
1
Yo, =0 vtel0,T]; (15)
=1

y sumando (11) para todos los agentes e igualando a O se obtiene la

deriva del proceso de Ftcompatible con el vaciado de mercado:

m =
t

[ g ]

I
Y ploe v = p;COV(dFt'dPt) (16)
=1 1

=

A
i
t

Siendo C la media arménica ponderada de los coeficientes de
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aversién relativa al riesgo de los I agentes de la economia, y siendo
R:la riqueza agregada en te(0,T}.Para la funcién de utilidad

logaritmica (lim 1xa0 Viel), (16) tiene la forma:

n (17)

lt t t

I
1
— T p
x i=1

Siendo K: la riqueza agregada en t. Sustituyendo ahora (16) en (14)

3% o~ L A el 3
02 _ C Z Pi% ¢ By Vs
A=t v vl R
CcC X ! t Ve

it

(18)

obtenemos la demanda de futuros 6ptima de un agente jel, con CARRA Cy

- Jtt

i=1 vV v v’ (19)
t t t t

I
- ’ ’ v
Ef_ _r Z pitrtvt p’c v

En (19) se particulariza el resultado para el caso logaritmico,
donde r“t representa la participacién en t del agente j en la riqueza
total. El tratamiento del caso logaritmico tiene especial interés ya
que su interpretacién es mas sencilla que la del caso general. La
posicién especulativa dependera, en el caso logaritmico, de forma
directamente proporcional de la participacién del individuo en la
riqueza total agregada en cada periodo (ver, sin embargo, la

discusién de la nota 11).

Puede observarse en (18) coémo la posicién especulativa total se
repartira entre los agentes de forma proporcional al volumen total de
riesgo abierto en los mercados al contado y de forma inversamente
proporcional a la aversién absoluta al riesgo del individuo en
relacién a la aversién absoluta al riesgo "del mercado" (IE). Hay que
notar que este cociente de coeficientes dz aversién al riesgo no es
independiente de la distribucién de la riqueza entre los agentes. De
nuevo el caso logaritmico es mas ilustrativo al mostrar la
dependencia de 1la distribucién de 1la riqueza en la demanda
especulativa de futuros: esta sera, en principio, mayor cuanto mayor
sea la participacién del agente en la riqueza total11

Ahora bien, si 1§1pi, = OEIRH las demandas de activos
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financiergs distintos al futuro financiero se compensan (todo activo
financiero de un agente es pasivo financiero de otro agente) y dicho
futuro financiero es una martingala (nt=0.Vt): Si no existen activos
reales en la economia 12(que no son pasivos de ningin agente), o bien
en el supuesto menos restrictivo de que todos los activos
correlacionados con el futuro financiero se encuentran en oferta neta
nula, entonces necesariamente E‘pl = 0eR" en equilibrio. En este caso,
la rentabilidad esperada instantdnea es cero y puede entonces
interpretarse que el hecho de que todas 1las posiciones spot
encuentren contrapartida hace inecesario que el futuro financiero
atraiga a especuladores. Este es un resultado bastante comin en los

modelos de cobertura (futures hedging models).

Si por el contrario Zip'§0. entonces puede interpretarse que en
equilibrio el precio del futuro financiero ofrece rentabilidad
esperada positiva para atraer contrapartidas que tomen posiciones
largas frente a las posiciones cortas que toman los inversores spot
para cubrir sus inversiones en activos al contado. Si el sumatorio
anterior es menor que cero, entonces hay que atraer posiciones
especulativas cortas, con lo cual, para que la rentabilidad esperada
de tomar una posicién corta descubierta sea positiva, la prima de
riesgo o deriva del proceso estocdstico que sigue el precio del

futuro financiero debe ser negativa.

No obstante, la evidencia empirica tiende a rechazar los
modelos de cobertura al detectarse periodos de tiempo en los cuales
las coberturas largas y cortas practicamente se compensan (‘net
hedging pressure" nulo) y sin embargo no se rechaza que la prima de
riesgo observada sea distinta de cero cuando, en este caso, los
modelos de cobertura predecirian una prima de riesgo nulals. Este
fendémeno podria justificarse en el modelc desarrollado mas arriba, en
el sentido que posiciones abiertas al contado pequefias en voluUmen
tengan gran influencia en la determinacién de la prima de riesgo al
ser el futuro muy volatil con respecto a estos activos de contado. No
obstante, el apartado siguiente amplia el modelo para permitir la

posibilidad de que la prima de riesgo del futuro sea no nula en una
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economia con posiciones al contado exactamente compensadas, con

. s i s . 14
agentes con preferencias idénticas y creencias homogeneas.

procesos de salto-difusién:

El hecho que la realidad pueda ser explicada por una mezcla de
procesos continuos y saltos discretos en las variables es ampliamente
reconocida en la literatura. Reescribamos los procesos (1), (2) y (3)
para el proceso del activo contingente, del futuro financiero y del
tipo de interés spot introduciendo en las ecuaciones diferenciales
estocasticas procesos de Poisson, con una probabilidad de que se
produzca un salto discreto en t determinada, y en caso de producirse,
la amplitud del salto siga wuna densidad determinada. La realizacién
de la amplitud del salto influira en el proceso original a través de
un coeficiente determinado. Dichos procesos permiten captar sucesos
"raros" (asociados por ejemplo a variaciones discretas y repentinas
del conjunto de informacién relevante) que generan discontinuidades
en la senda de los precios de los activos, y se escriben de la forma

A 15
siguiente

dP = a dt +0 dz + & dy (20)

t t bt t 7t
dFt = "tdt +vtdzt + 7tdyL (21)

= +
drt B(rt,t)dt + w(rt,t)dzt klltdyt (22)

donde dzt es el proceso de Wiener anterior y dyt es un proceso de
Poisson con intensidad A (la probabilidad que ocurra un salto entre t
Y t+at es Ah+o{h), siendo h=At).166t,1t y wtson procesos con dominio
de definicidén real, Mx1 dimensional, el primero, y unidimensionales
el resto. Ademas se suponen integrables, predecibles y adaptados a la
filtracién de cada agente. Evidentemente estos tres procesos
representan la incidencia de un salto de la variable yt de una
magnitud determinada en la variacién del precio de cada activo

financiero respectivo.
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La variacion en el saldo que mantiene el individuo con la camara

de contratacién es, al igual que antes

s, (0) = e (t=s)g ip, (23)

Aplicando el 1lema de Ité multidimensional para procesos
de salto-difusién a (23), obtenemos17

dSt(ﬂ] = [rtSt(e) + ﬁtut]dt + etvtdzt + 0t7tdyt (24)

Segin la férmula generalizada de Itd tendremos, en este caso,
que la deriva del proceso, tal como esta escrita, no coincide con la
esperanza instantanea del proceso condicionada al instante
inmediatamente anterior, tal como sucede en los procesos de difusién.

En este caso se¢ tendré:

EtASt(ﬂ) = rtst(ﬂ) + 9 +A J [ St(a,rt+¢ta,Ft+rta) -
a€l

- St(o,rt,Ft) ]p(a]da (25)

donde el término adicional representa la esperanza del salto en SV
derivado de la amplitud del salto de Yy Dicha amplitud se representa
mediante la variable "a" que es una variable aletoria 0(1) con

densidad p(a;P,t)=p(a) -que supondremos estacionaria- y dominio de
definicién real IcR.

Evaluando {(25),

St{ﬁ,rt+wta,Ft+7ta) - St[ﬁ.rt,Ft) = ﬁt(dFt|dyt=1) +

t- -
rs(t-n -s) v _ . |.rst-n -s) _
lim e 9sdFs ;19 (9? I ctiy =0) lime 9sdFs =

o o
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= ﬁt[(dFt|dyt=1) - (dFtldyt=0)] =972 (26)

donde a_es la amplitud del salto en t y ya que P(dyt>1)=o(dt] es

despreciable en el limite cuando dt — 0. Entonces sustituyendo en
(25) obtenemos:

EtASt(ﬁ] = rtst{e) +tom + -&t?\'xtE(a) (27)

Hallamos ahora el proceso que sigue la riqueza financiera del

individuo, de forma andloga a la ecuacién (S) anterior,

dﬁt = | pla, ® rtSt{a) + o ]dt + [ po, + 6Lvt dzt

+ [ p'6L+ 0t7t ]dyt (28)

Vamos a aplicar el principio del maximo para resolver (7) sujeto
a (28). El método de resolucién es similar al caso del proceso de
difusién puro. lLa ecuacién de HJB para este caso es:

0 = max e'"tu(.) +J +J|p’a + 1S +9n| + (29)
ocR t R t tTt tt

1 , »
+'§'Jna[p ot 1’t”t][p PR B
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+ A [J J[Rt+[p:5t+atxt]a,t,T]—J(R,t,T]]p(a]da
ael

sujeta a la condicién de contorno J(R,T,T)=0. Ahora,

expandiendo el integrando del ultimo término obtenemoslz8

J[RQ+[p’6t+ﬁt1t]a,t,T]-J(Rt,t,T)]p(a)da o

Jael

; 2
: (p’' 8t +Otyt) 2 9
J [p 6t+ ﬂt?t]JR A S Jnn BTl &
ael

=|p’8 + ¢y |JE(a) + —(Mjaa E(a?) (30)
t £ R 2

que sustituido en la ecuacién HJB resulta:

(31)

0=maxd e MU ) +J +J pa +rS +9om| +
t R t P tt
9€R

1 3 ) ) ’
+'§_3ha[p oyt ﬁ:vt][p ot otvt] *

2

Alp' 8t + Btyt) 2
_-Z—JRRE(a )

+h[p 8t+ ﬁtyt]JRE(a)+

a resolver sujeta a la condicién de contorno J(R,T,T)=0.
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Las condiciones de primer orden en (31) junto al resultado

*
conocido JR/JRR=—R£/(1—7J) permiten resolver para Gt;

L ["t + AytE(a) ] - [P'“~”; *"p"s‘E[aZ)’rf] (32)
t~ JRR i 2 T
h +AartaE(a ) v ¥ Ay E(a®)
es decir,
] é , ) 2
_ K nt + AytE(a) p’ ctvt +Ap’ dtE(a”)y
" (1-7) 2 2 2. | 2 2 t (33)
3 vt + AytE(a®) vt + AytE(a“)
imponiendo la_ condicién de vaciado del mercado de futuros
financieros, Zb%.=0 obtenemos la deriva del proceso dFt en
equilibrio, ‘7!
g P 2
= jt_" L;Z pi[crtvtq- AatE(a )wt]] - A'xtE(a] (34)
. FE
sustituyendo en (33), resulta: (33)
3% 1 . ! 2
8 = [ — TP - p'][ o v’ +#A3 E(a”)y ]
o v’+AxE(a2) C& 121! J et ¢
tt t
Particularizando para la funcién de utilidad logaritmica,
J ! ] 2
8 = —_— [ r Yp -p ][o‘ v’ +A8 E(a )7] (34)
¢ vtv;+AWE(af) oy J te ot ¢

Si E(a)=E(a2)=0, 6 bien A=0, entonces (33) y (34) se reducen a
(18) y (19), respectivamente. contrario, aunque todas las posiciones
al contado se compensen, el futuro financiero no es, necesariamente,

una martingala y su prima de riesgo es no nula.

La prima de riesgo descuenta la magnitud del "salto" esperado
para compensar la ganancia esperada de un especulador (si el futuro
aumenta su precio bruscamente en respuesta a un suceso

extraordinario, 1la prima de riesgo descuenta negativamente 1la
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ganancia esperada y viceversa). Aunque todas las posiciones al
contado se compensen exactamente ():ip"= OeIR“). el precio del futuro
no sera una martingala siempre que A,7,E(a)z0.Por ejemplo, en una
economia sin activos reales o en la cual los activos correlacionados
con el futuro financiero estan en oferta neta nula, los futuros
financieros se comportaran como una martingala salvo que existan
shocks en 1la economia que introduzcan discontinuidades en la

trayectoria del precio del futuro.

De forma similar al caso de difusién pura, la posicién mantenida
en futuros equivale, para cada agente y en el caso logaritmico, a la
diferencia entre el producto de la participacién en 1la riqueza
agregada del agente y el volumen total de riesgo abierto en los
mercados al contado, con el volumen de riesgo al contado del agente,
todo ello descontado por un factor decreciente en la volatilidad del
futuro (en difusién—';z—y salto-E(a®)-). Dicha posicién tambien puede
dividirse, como en el caso de difusién pura, en un componente
especulativo (primer término del lado derecho de (33)} y otro de

cobertura (segundo término).
4. Conclusiones:

En una economia dinamica con un numero finito de agentes con
preferencias CRRA, informacién y mercados completos {(ver apéndice) y
formacién de expectativas homogeneas, la demanda de contratos de
futuros individual sera en parte especulativa pura y en parte

derivada de la voluntad de cubrir las carteras de activos al contado.

Si las carteras de activos al contado se mantienen constantes,
el componente especulativo puro serda, en el caso logaritmico,
directamente proporcional a la participacién del agente en la riqueza
agregada, y también a 1la volatilidad del precio del contrato de
futuros con respecto a su cartera de activos al contado. Asimismo,
dicho componente serd mayor cuanto mayor sea el desajuste de las

carteras al contado de los agentes.
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El componente de cobertura pura sera igual en volumen pero de
signo contrario al riesgo global de su cartera de activos al contado,
medido este ultimo por la covarianza del precio del contrato de
futuros con su cartera de activos al contado. Si un agente es, en
términos netos, especulador o "hedger" dependera del componente que
prime, es decir, de su grado de aversién relativa al riesgo y de la

composicién de su cartera de activos al contado.

La prima de riesgo del contrato de futuros dependera
positivamente del grado en que las carteras al contado se compensen
entre si (es decir, del riesgo total agregado de los mercados al
contado), pero la existencia de perturbaciones en la economia que
provoquen discontinuidades en 1los precios de 1los activos de 1la
economia afiadiran un componente a la prima de riesgo aidn cuando los
mercados al contado estén exactamente compensados (riesgo agregado
nulo). En este caso, la prima de riesgo descontara exactamente la
magnitud del salto esperado, no habra especulacién pura y sélo se
ofreceran y demandaran contratos con fines de cobertura. De esta
forma el contrato de futuros, a través de una prima de riesgo no
nula, compensard a los agentes cuyas necesidades de cobertura
requieran una posicién a futuros potencialmente desfavorable con
respecto al sentido del salto en el futuro financiero (corta/larga si

se espera un salto discreto al alza/baja).

El resultado del parrafo anterior enriquece la informacién que
puede extraerse de la magnitud de la divergencia del proceso que
sigue el precio del futuro financiero respecto a una martingala. Por
ejemplo, en el caso del contrato de futuros sobre tipos de cambio,
por la gran profundidad del mercado puede pensarse que las posiciones
largas y cortas al contado de los agentes que contratan en el mercado
de futuros estan practicamente compensadas. Esto es asi por que los
arbitrajistas de paridad cubierta de tipos de interés cubren sus
posiciones en el mercado a plazo y no en el de futuros, y los agentes
que especulan sobre la paridad descubierta no cubren sus posiciones
ni a plazo ni en el mercado de futuros. Supongamos ademas que el tipo

de cambio bilateral entre dos monedas se inserta en unas bandas de
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fluctuacion. Entonces, si el precio del futuro sobre tipo de cambio
tiende a comportarse como una submartingala puede inferirse que el

mercado espera un realineamiento con probabilidad no nula.

En este trabajo se han derivado resultados de interés econdmico
sobre la naturaleza del equilibrio en el mercado de futuros en una
economia con mercados completos y contratacién continua, y sobre las
primas de riesgo de los precios en dicho equilibrio, pero no se ha
investigado la naturaleza de ciertos aspectos cruciales, como los
coeficientes de difusién y de salto-difusién (jump-diffusion) del
futuro financiero en relacién al conjunto exégeno de activos
subyacentes. El1 supuesto de mercados completos ha evitado 1la
necesidad de tratar temas tales como la asignacion intertemporal del
consumo 6 la valoracién del conjunto de activos "primitivos", para
estudiar el mercado de futuros en equilibrio parcial. Probablemente
el reto tedérico mas importante consista en modelizar la economia y
derivar métodos de valoraciéon cuando los productos de la innovacién
financiera no sean activos redundantes. No obstante, todavia no se
dispone de wuna teoria general. clara y establecida sobre mercados

financieros incompletos.

APENDICE. Existencia de un equilibrio general subyacente.

El modelo del mercado de futuros presentado se desarrolld en
equilibrio parcial en una economia caracterizada por activos
financieros cuyos precios siguen procesos de difusién, agentes con
preferencias CRRA e informacién completa. En dicha economia se supuso
que los mercados eran completos antes de la introduccién del contrato
a futuros, 1lo cual permitié desarrollar el modelo en equilibrio
parcial. En este apéndice se desarrollan las condiciones que el
vector de precios de los activos al contado y el tipo de interés
instantaneo deben satisfacer para que la asignacién de equilibrio sea
la misma antes y después de la introduccién del contrato de futuros.
Es decir, cabe preguntarse si las nuevas condiciones que existiran

en la economia después de la introduccién de dicho mercado afectaran
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el propio equilibrio general, del que se partia como premnmisa.

Para desarrollar estas condiciones, se modificara ligeramente la
especificacién de los procesos estocasticos y se introduciran activos
reales, para facilitar la comparacién de los resultados con otros
trabajos de la literatura (especialmente el renovador trabajo de Cox,

Ingersoll y Ross, 1985a y 1985b.

Se recordard que en el modelo existian M activos contingentes

caracterizados por un proceso de difusién M-dimensional:
dPL = [BtPt-atldt % IHPthdZL (1)

siendo dZt un vector Kx1 de procesos de Wiener que representan las
fuentes de incertidumbre de 1la economia, Ptel vector de precios de
equilibrio de M activos contingentes, Bt una matriz diagonal MxM de
rentabilidades instanténeas,. St un vector Mxl de flujos de caja
instantaneos, IH una matriz identidad de dimensién M y Ht una matriz
MxK de coeficientes de difusién. CIR 1llegan a una expresién de
equilibrio para Bt y Ht, a la vez que determinan la composicién optima

de la cartera de los individuos.

Al considerar el problema de asignacién de riqueza del individuo,
el problema de seleccién de cartera no tiene, en general, solucién
Unica, debido a la existencia de infinitos activos contingentes. No
obstante, el problema puede resolverse escogiendo un conjunto "base" de
oportunidades de inversién (incluyendo tanto la inversién directa en
procesos productivos como en activos contingentes). Esta base se define
como el conjunto de procesos productivos y activos contingentes
caracterizados por procesos de difusién multivariante (1) para K
Iactivos contingentes de la base, y para p procesos productivos cuyas

rentabilidades siguen el proceso:
P P
= 2
dnt Ina(Y,t)dt + I“G(Y.t)dZt (2)
siendo ps=n -namero de procesos fisicos existentes-, «(Y,t) un vector
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pxl1 de derivas, funcién de las fuentes de incertidumbre Y, siendo
G(Y,t) una matriz nx(n+k) de funciones de (Y,t) con dominio real (GG
es la matriz de covarianzas del proceso de difusién multivariante (2)),
dZt es un proceso de Wiener (n+k)-dimensional. Para simplificar

supondremos que todos los procesos fisicos pertenecen a la base (p=n).

Segun Cox, Ingersoll y Ross, (1985a, pag.368), "It is sufficient

for both individual choice and equilibrium valuation to determine the

unigue allocation resulting when the opportunity set is restricted to

the basis. Any allocation inveolving nonbasis claims could be

for nonbasis contingent claims to exist, but there is no reason for
them not to exist either, and we may assume that in general there
will be an inifinite number of them, each of which must be

consistently priced in equilibrium".

Esto se utilizara para resolver el equilibrio parcial,cuando se
introduce un mercado de futuros,de forma consistente con el equilibrio

general. Para ello cabe establecer el siguiente teorema:

Teorema: Una condicién necesaria y suficiente para la

existencia de la base es que la matriz de dimensién (n+k+1):

r O(nok)
t

A(Y,t) = (FB-8) H(Y,t)
a(Y,t) G(Y,t)

no sea singular.
Prueba:

Supongamos cualquier activo financiero de la economia no

perteneciente a la base, cuyo precio tiene diferencial:
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dPt = u(Y,t)dt + o(Y,t)dz(t) (3)

siendo ¢(Y,t) un vector de (n+k) funciones con dominio real, pl(Y,t)
una funcién con dominio real 'y dztel proceso de Wiener

multidimensional (n+k)x1.

Si un agente puede replicar este activo financiero con una
cartera formada con los activos de la base y al activo sin riesgo
(que es un activo financiero con coeficiente de difusién cero y

diferencial dP:r=P:rrt), debera existir p(Y,t)eR(mkﬂJ tal que:

dPt = dPRt con probabilidad 1, Vt. (3)

dénde PRz = p’B(Y, t), B(Y,t)'=[P:rF n),es la cartera que replica Pc'

Aplicamos el lema de Ité6 muitidimensional a PRt obteniendo:

n+k+1 n
dPR = Y,t)A Y, t)dt + Y, t)G (Y, t) +
¢ ’)E‘PJ( ) ”( ) [j)::lpj( ) j( )

n+k
+Zp (Y, 0)h (V,t) |dz,
J=n+1 J

siendo {AU}?t:*lla primera columna de A(Y,t), GJ(Y,t) los n vectores

fila (n+k) de G(Y,t) y hJ(Y,t)los k vectores fila (n+k) de H(Y,t).

Si (4) se cumple, entonces debera cumplirse:

u(y, t) ¥ (FB-3) «(Y,t)
et T — plY,t) = A" (Y, t)p(Y,t)
0" H G
pero esto es cierto si y sélo si rangA(Y,t)=n+k+1 Q.E.D.m

Una vez establecido este teorema, realicemos las siguientes
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hipétesis:

H1l. La matriz basica tiene rango igual o superior al nimero de
fuentes de incertidumbre de la economia mas uno (los

mercados son completos).

H2. En la economia existe un futuro financiero,

marked-to-market, que no pertenece a la base Vt.

El futuro financiero puede entonces replicarse dinamicamente con
los activos reales y financieros de 1la base, con lo cual su
existencia no viene a ampliar el conjunto de oportunidades de
inversién de un agente con acceso a todos los activos de la base.
Consiguientemente la introduccién de wun mercado de futuros
financieros no varia la composicién de la cartera de (n+k+1) activos

basicos, bajo Hi y H2.

El precio del futuro financiero debera ser consistente con el
equilibrio general de la economia, y consecuentemente debera resolver
las ecuaciones diferenciales parciales de equilibrio del modelo. La
introduccién de caracteristicas adicionales (market-basket-delivery)
imposibilitan al resolucién analitica del preéio de equilibrio por
esta via. No obstante, Hl y H2 permiten caracterizar el proceso
estocastico del precio del futuro financiero y las estrategias de
actuacién de los agentes en dicho mercado resolviendo el problema en
equilibrio parcial de forma consistente con el equilibrio general

(tomando como fija la composicién de la cartera basica).
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NOTAS

1Para mas detalles sobre la topologia de los procesos de Itd, ver
Williams (1979).

2En adelante se supondra que todos los procesos estocasticos
especificados son medibles en (Q,F,P) Vte[0,T] e integrables respecto
a la medida de Lebesgue.

3 . . .
Al ser los mercados completos, el nuevo activo financiero no

alterara la asignacién real escogida por los inversores: El nuevo
activo financerio siempre podra ser replicado por un conjunto de
activos linealmente independientes que forman la "base" que expande
todas las oportunidades de inversién de la economia. No obstante,
aunque no hay ninguna razén por la que el nuevo activo (redundante)
deba existir, tampoco hay razén alguna para que no exista. Ver el
apéndice.

4
t-h

]-ers(t_S)ﬂdes =3 dF + 1lim J. ers(t_slesd}‘s
0 t ot h=0

0

La posicién al contado en el activo m sera corta o larga segin
pm<Oo pm>0, p=(pl,..pm,..pn), respectivamente. De forma similar la
posicién de un individuo en el mercado de futuros serd corta o larga

segin 9<0 o ©>0, respectivamente.

6 . : . . .

Cabe observar que las operaciones de inversién/endeudamiento a

tipos de interés sin riesgo quedan recogidas en la cartera
M . < s .

p’€R mediante la compra 6 emisién de bonos "cupén cero".

7La deriva y el coeficiente de difusiéndel proceso (19) deben ser

continuas en todos sus argumentos, ademds de la propia funcién de
utilidad. Ademas la deriva y el coeficiente de difusién deben cumplir
la condicién de crecimiento y deben ser funciones Lipschianas. Por
altimo, la condicién de contorno es continua y satisface la condicién

de crecimiento (ver D.Duffie, 1988, p.225).



8J:[R;[R es la funcién valor (el valor maximo de la funcién

objetivo para un problema de control 6ptimo que empieza en t en el
estado Rt)' Bajo las condiciones de regularidad supuestas (ver mas

arriba), dicha funcién existe, es uUnica y J € C".

9Par‘a una discusién sobre el tipo de ecuaciones diferenciales
parciales que se aparecen en los problemas de control O6ptimo
estocastico, ver Bensoussan (1982).

10Anderson y Danthine (1981) obtienen una descomposicién similar

en un modelo puro de cobertura.

11Es'ce pequefio analisis de estatica comparativa debe tomarse con
cautela, ya que la cartera de activos al contado, P, se considera
dada, y esta en realidad podria depender de forma no lineal de la

participacién del agente en la riqueza agregada.
! Por ejemplo, una economia de intercambio puro.
13Ver Raynauld and Tessier (1984), Peck (1980 y 1982).

Anderson y Danthine (1981) justifican primas de riesgo no nulas con
demanda neta de cobertura nula por la disparidad de preferencias y/o
expectativas de los agentes.

lsPuede demostrarse que la distribucién asintética de P,F y r en

(18), (19) y (20) es 1idéntica a la de un proceso estocastico
que sea suma directa de un proceso de difusién y otro de salto puro.
Para el analisis de estos procesos mixtos ver Cox y Miller
(1968),pags. 237-246.

16 dy(t)=0 con probabilidad 1-Adt+o(dt), dy(t)=1 con probabilidad

Adt+o(dt) y dy(t)=N, N>1 con probabilidad o(dt).
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17Sea dx=c(x, t)dt + A(x,t)dZ + B(x,t)dY un sistema de ecuaciones

diferenciales estocdsticas con dZ2 un vector de procesos de Wiener y
dY un vector de procesos de Poisson independientes. Sea F(x,t) una

funcién dos veces diferenciable en (x,t). Entonces:

x

dF = [Ft(x.t) +F_(x, thelx,t) +

tr[Fxx(x.t)A(x,t)A'(X.t))]dt
+ [Fx(x.t)A(x,t)]dZ + [F(x+B(x.t),t)-F(x.t)]dY

para el caso bidimensional de (21) obtenemos el resultado del texto

18 . ‘. . -
Dicha expansién es una aproximacién y no supone que los momentos de

a, de orden superior a 2 sean asintéticamente despreciables.
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